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Streszczenie

Na podstawie prac zwigzanych z metoda kwadratur rézniczkowych (KR) mozna
zaobserwowaé czgsto pojawiajace si¢ problemy z utrzymaniem doktadnos$ci i stabilnosci
schematow numerycznych opartych na tej metodzie. Celem przedstawionej pracy jest analiza
doktadnosci metody kwadratur rézniczkowych (KR) wykorzystywanej do przyblizania
drugiej pochodnej funkcji wystepujacej w roéwnaniu Fouriera — Kirchhoffa. Analiza ta
umozliwia wyznaczenie obszaréw zastosowan metody KR w odlewnictwie. Wyniki tej pracy
moga by¢ przydatne takze dla os6b zajmujacych si¢ numerycznym rozwigzywaniem
zagadnien inzynierskich z innych dziedzin.

W ramach pracy zostala przeprowadzona analiza doktadnosci przyblizenia drugiej
pochodnej wybranych funkcji metoda KR. Wyniki zostaty porownane z analogicznymi
wyliczeniami dla metody roznic skonczonych (RS) oraz rozwigzaniami analitycznymi. Dla
obu rozpatrywanych metod zostat przebadany rozktad bledu w przedziale rézniczkowania.
Wyniki pozwolily sformulowa¢ wnioski, na podstawie ktoérych mozna z powodzeniem
zadecydowac, dla ktorych problemow nalezy stosowa¢ metode KR, a w przypadku jakich
zagadnien rezultaty obliczen beda gorsze niz te uzyskane metoda RS. Dzigki obserwacji
ewolucji rozkltadu bledu wewnatrz dziedziny, zostal zidentyfikowany mechanizm
powstawania i kumulowania si¢ btedu. Przeprowadzona przez autoréw analiza doktadnosci
dla réznych siatek oraz dokladnosci przyblizenia dla serii wielomianéw pozwolita na
zestawienie zwigkszania niedoktadno$ci zwigzanego z rozktadem weztow oraz liczbg weziow
siatki. Analiza wptywu tych czynnikow na dokladnos¢ pozwoli uzyskiwa¢ wyzsza doktadnos¢
rozwigzan numerycznych, dzigki wyborowi odpowiedniej metody dyskretyzacji oraz
optymalizacji rozktadu 1 liczby wezlow siatki.
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1. WSTEP

Zrozumienie praw rzadzacych procesami fizycznymi jest coraz wigksze. Dzi$ prawie
dla wszystkich problemoéw inzynierskich mozliwe jest stworzenie modeli matematycznych,
ktére bazujac na prawach fizycznych opisuja zmiang istotnych parametréw procesu. Model
taki, to nic innego jak uktad rownan rézniczkowych czastkowych (RRCz) wraz z warunkami
jednoznaczno$ci (warunki geometryczne, fizyczne, brzegowe dla probleméw ewolucyjnych:
poczatkowe). Przyktadem takiego modelu moze by¢ rownanie rozniczkowe Fouriera-
Kirchhoffa, ktéore wzbogacone o réwnania cigglo$ci masy, bilansu ci$nienia oraz stezen
Z bardzo dobrym przyblizeniem opisujg przeptyw metalu we wnece formy oraz zmiang jego
temperatury. Ponadto jezeli nieliniowy czton opisujacy wewngtrzne zrédlo ciepta, zostanie
wyrazony przez odpowiednio dobrang funkcje, opisujacg kinetyke uwalniania energii
przemiany otrzymamy model, ktoéry pozwoli przewidywa¢ mikrostruktur¢ wykonanego
detalu. Niestety, znalezienie analitycznego rozwigzania tych réwnan jest procesem bardzo
skomplikowanym. Zwykle metody znajdowania doktadnego rozwiazania mozna zastosowac
tylko dla kilku szczegélnych przypadkéw, jednak procesy praktyczne sa duzo bardziej
skomplikowane. Ze wzglgdow praktycznych znalezienie rozwigzan probleméw, z ktoérymi
borykaja si¢ inzynierowie jest bardzo istotne. Przewidywanie btedéw technologii pozwala
zaktadom produkcyjnym zaoszczgdzi¢ znaczne kwoty na etapie planowania produkcji
nowych elementdw. Ze zmniejszeniem iloSci brakdéw oraz oszczednos$cia materiatow
zuzytych do produkcji idzie zmniejszenie negatywnego wpltywu zaktadu na $rodowisko
naturalne. Przewidywanie parametrow uzytkowych na etapie symulacji przebiegu procesu
pozwala okres§li¢ czas bezpiecznego uzytkowania detalu. Jedyna droga pozostaje zatem
poszukiwanie aproksymacji rozwigzania badanego modelu. Dlatego tak waznym jest ciagle
rozwijanie metod przyblizonego rozwigzywanie rownan rézniczkowych czastkowych.

Zwykle przyblizone rozwigzanie problemu, to zbidr ciggéw zlozonych z wartosci
poszukiwanej funkcji, wspotrzednych punktow, w ktérych funkcja te warto$ci przyjmuje oraz
okreslonej wartoSci na osi czasu (dla problemow dynamicznych). Punkty, w ktorych
znajdujemy przyblizone rozwigzanie nazywamy weztami siatki. Na tym etapie osoba, ktora
ma znalez¢ rozwigzanie modelu zapisanego przy pomocy ukladu réwnan rézniczkowych
czastkowych zadaje sobie pytanie, jaki zwigzek wystepuje pomigdzy pochodng czastkowa,
a poszukiwang warto$cig funkcji. Okazuje si¢, zZe istnieje takie powigzanie. Jest to
numeryczna dyskretyzacja zagadnienia, pozwala ona na wykorzystanie informacji zawartych
w pochodnych funkcji do znalezienia rozwigzania numerycznego[1].

Rozwoj technologii informacyjnej pozwala na wykonanie symulacji wielu procesow
zachodzacych podczas zalewania oraz krzepnigcia odlewdw. Rozwazanie kilku procesow,
ktore trwaja rownolegle 1 wplywaja na siebie, stawia jednak wyzsze niz dotychczas
wymagania dotyczace dokladnosci prowadzonych obliczen. Nawet niewielkie bledy
pojawiajace si¢ w poszczegdlnych schematach kumulujg si¢ 1 zwielokrotniajg w trakcie
analizy proceséw rownolegltych. Dlatego tak wazne jest rozwijanie nowych metod
numerycznych oraz analiza ich wlasnosci 1 poszukiwanie obszaréw zastosowan.
Prezentowana tutaj metoda KR ze wzgledu na swoje wlasciwo$ci moze sta¢ si¢ odpowiednig
metoda do zastosowania w takich przypadkach. Duze znaczenie ma okreslenie parametrow,
przy ktérych zastosowanie metody KR da w efekcie poprawe doktadnosci wyniku obliczen
numerycznych. Pozwala ono indywidualnie potraktowaé¢ kazdy problem i wybra¢ dla niego
odpowiedni schemat numeryczny. Dzigki temu uzyskane przyblizenie bedzie najlepsze oraz
zostanie uzyskane po dopuszczalnie dtugo trwajacych obliczeniach.



1.1. Metoda kwadratur rézniczkowych

Metoda kwadratur rézniczkowych (KR), jest metoda numeryczna, w ktorej pochodng
funkcji zast¢puje sie¢ kombinacja liniowg warto$ci poszukiwanej funkcji w weztach siatki oraz
wspotczynnikéw wagowych metody[1]:
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Metoda kwadratur rézniczkowych zostala zapoczatkowana przez prof. Richarda
Bellmana [2, 3]. Niestety wyznaczanie wspotczynnikow kwadratury, w sposob przez niego
zaproponowany wigzalo si¢ z rozwigzaniem silnie niestabilnego uktadu rownan. Ze wzgledu
na problemy z wyznaczaniem wspotczynnikow dla dowolnych siatek, prace nad rozwojem tej
metody zostaty zarzucone. Dopiero od 1989 roku zaczely pojawiaé si¢ publikacje rzucajace
nowe $wiatlo na metod¢ wyznaczania wspotczynnikéw wagowych metody KR [4, 5]. Analiza
wzoréow kwadraturowych oparta na wtasnosciach przestrzeni wektorowych réznych funkcji,
pozwolita na znalezienie efektywnej metody wyznaczania wspdlczynnikéw wagowych,
ktorych wartosci zalezg tylko od wspotrzednych punktow siatki. Kolejne prace nad
teoretycznymi podstawami tej metody pozwolity opracowaé wzory rekurencyjne, ktore
pozwalaja wyznacz¢ wpodlczynniki wagowe dla pochodnych dowolnych rzedow [4, 5].
Ponizej prezentowane sg wzory na wspotczynniki wagowe dla pierwszej pochodnej[1]:
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Zastosowanie wzoru (1), w ktorym wspotczynniki zostang wyznaczone przy pomocy wyrazen
(2, 3) pozwala wyznaczy¢ przyblizenie odpowiednich pochodnych badanych funkcji. Dlatego
wzory kwadraturowe mogg by¢ pomocne przy budowaniu schematow réznicowych, ale
réwniez przy wyznaczaniu pochodnych funkcji w wybranych punktach dziedziny.

1.2. Modelowanie matematyczne w odlewnictwie

Odlewnictwo jest nauka, ktora taczy w sobie zagadnienia z wielu dziedzin wiedzy.
Podczas analizy proceséw odlewniczych pojawiaja si¢ problemy zwigzane z mechanika
ptynéw, procesami dyfuzyjnymi, chemia nieorganiczng oraz termodynamika. Kazdy z tych
procesdOw moze zosta¢ opisany przez jedno lub wiele RRCz. Ogoblnie rownania te, wigzg
szybkos¢ zmiany analizowanej warto$ci w czasie z szybkoscig zmiany w przestrzeni oraz
zmiany wynikajacej z przemian trwajacych w medium. Wystepujagca w tych réwnaniach
pochodna wzglgdem czasu przyblizana jest przy pomocy schematdéw réznicowych, natomiast
pochodne przestrzenne poddawane sg dyskretyzacji numerycznej. Jako, ze w kazdym kroku
czasowym btedy popetnione na etapie dyskretyzacji sumuja si¢, wybdr metody numerycznej



dyskretyzacji pochodnej przestrzennej wptywa znaczaco na doktadno$¢ uzyskanego
przyblizenia.

Przykltadem RRCz, w ktorym wystepuja wszystkie cziony (pochodna czasowa,
przestrzenna, wewngtrzne zrodto ciepta) opisane powyzej jest rownanie Fouriera — Kirchhoffa

(FK)[6].
cppd—T:div(—/1~gradT)+qV 4)
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Pochodna przestrzenna wystepujagca w tym rownaniu moze zosta¢ zdyskretyzowana przy
pomocy metody roznic skonczonych jak rowniez KR. W dalszej czesci pracy zostanie
przeanalizowana doktadno$¢ takiego przyblizenia. Poréwnanie dokladnosci przyblizenia
pochodnej przestrzennej z warto$cig doktadng, moze stanowi¢ pomoc podczas numerycznego
rozwigzywania rownan roézniczkowych.

Efektywny algorytm rozwigzywania réwnania FK pofaczonego z modelowaniem
zarodkowania[7] moze by¢ wykorzystany do symulacji przebiegu zarodkowania
i krystalizacji nowoczesnych materiatéw, w tym kompozytow na bazie AZ91 zbrojonych
czastkami weglika krzemu.

2. EKSPERYMENT NUMERYCZNY

Wprowadzenie modelu matematycznego w celu opisu rzeczywistego procesu definiuje
pewng funkcje, okreslong w dowolnym punkcie badanego obszaru oraz w dowolnej chwili,
procesu. Dyskretyzacja numeryczna pozwala na znalezienie przyblizonych wartosci funkcji,
ktoéra spetnia wszystkie zalozenia modelu matematycznego. Walidacja do§wiadczalna wyniku
symulacji jest zatem mechanizmem kontroli doktadnosci przyblizonego rozwigzania RRCz
jak rowniez poprawnos$ci zatozen przyjetych podczas budowania modelu matematycznego.
Poréwnanie wynikow symulacji z wynikami doswiadczenia jest zawsze weryfikacja
uproszczen przyjetych podczas matematycznego opisu badanego procesu oraz poprawnosci
doboru metody numerycznej oraz jej parametréw, w Swietle rownan budujacych model
matematyczny procesu. Celem oddzielenia kwestii poprawnosci modelu od dokladnosci
metody nalezy analizowaé zachowanie wybranej metody numerycznej dla problemow,
ktorych rozwigzanie doktadne jest znane. Wybdr schematu roznicowego oraz kroku
aproksymacji czasowej moze rowniez wptywa¢ na dokladnos$¢ otrzymanych wynikow. Aby
unikng¢ wptywu tego parametru na obserwowang dokladno$¢ w tej pracy brana pod uwage
jest tylko pochodna przestrzenna.

Funkcje opisujgce pole temperatury w badanej dziedzinie moga by¢ bardzo
skomplikowane ze wzgledu na znaczacy wplyw funkcji zrodta oraz dobér warunkow
jednoznacznosci. W celu przeprowadzenia analizy zostaty wytypowane pewne klasy funkcji
i funkcje reprezentujace, dla poszczegdlnych klas. Te klasy, to funkcje ekspotencjalne
(f1(x)=exp(-x)), logarytmiczne (f2(x) = In(x+1)), wielomianowe (kilka wielomianow réznych
stopni), trygonometryczne (f3(x)=sin(x)) oraz  funkcja  Cauchy’ego-Lorenza
(f4(x) = 1/(1+25x?))), charakterystyczna ze wzgledu na trudnosci uzyskania poprawnego
przyblizenia tej funkcji za pomoca krzywych interpolacyjnych. Wzory opisujace
wspotczynniki KR (2, 3) zostaty oprogramowane. Powstal roéwniez program pozwalajacy
wyznaczy¢ przyblizenie pochodnej przestrzennej metoda RS. Dla funkcji reprezentujacych
wybrane Kklasy zostatla znaleziona pochodna przy uzyciu macierzy wspotczynnikow
kwadratury rézniczkowej oraz macierzy wspotczynnikow metody réznic skonczonych.
Znajomos$¢ doktadnych wartosci pochodnej przestrzennej w wezlach siatki pozwala na
wyznaczenie btedu popetnianego podczas przyblizania pochodnych metodami KR i RS.
Analiza wartosci btgdu dla roéznych siatek pozwala oceni¢ optacalnos¢ stosowania



odpowiednich metod dyskretyzacji w zaprezentowanych warunkach. Na potrzeby tej pracy
zdefiniowano nast¢pujgce parametry, ktorych wartosci byly porownywane:

- dlugos¢ wektora bledu; pierwiastek z sumy kwadratow roznic migdzy wartoscig
doktadna, a wartoscig przyblizong, w kazdym wezle siatki,

- Srednia wartos¢ bledu metody; dhugos¢ wektora bledu podzielona przez liczbe
weziow siatki,

- usredniona wartos¢ bledu; $rednia ze $rednich wartos$ci bledow metody dla funkcji:
f1,f2,fs.

Doktadnos¢ wybranych metod numerycznych byta analizowana dla funkcji jednej
zmiennej w przedziale [0, 1]. Analiza obejmowata zmiany ilosci weztéw dyskretyzacji, N,
(dlugo$¢ kroku przestrzennego) w przedziale oraz typ zastosowanej siatki roznicowej. Do
analizy wytypowano trzy rodzaje siatek réznicowych:

- S1: siatka 0 weztach roéwnoodlegtych:

i-1 .
X, =—,1=12,...,N; 5
il ©
- S2: siatka o weztach bedacych punktami w ktorych N-ty wielomian Czebyszewa
przyjmuje wartos¢ -1 lub 1:
1 -1 :
X; =—|1-cos| ——x ||, 1=12,...,N; 6
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- S3: siatka o weztach losowo wybranych z przedziatu [0, 1].
Wraz ze wzrostem liczby rozpatrywanych weztow zmniejsza si¢ stabilnos¢ metody KR. Ze
wzgledu na znaczacy wptyw na stabilno$§¢ metody zostata réwniez przeprowadzona analiza
rozktadu bledu na weztach rozpatrywanego obszaru.

3. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH

Metody RS oraz KR pozwolity z powodzeniem wyznaczy¢ przyblizenia pochodnych
badanych funkcji. Duzy wptyw na doktadno$¢ otrzymanych wynikéw mialy przede
wszystkim: rozklad weztow siatki 1 ich liczba.

Na Rysunku 1 przedstawiono zalezno$¢ $redniej warto$ci btedu metod KR i RS
przyblizenia pochodnej drugiego rzedu od liczby punktow dyskretyzacji przestrzeni dla siatki
0 weztach rownoodlegtych. Na rysunkach 1a, b, ¢ wida¢ zachowanie badanych metod dla
siatek o liczbie weztow z przedzialu N = 5+50, dla rysunku 1d ten przedziat to N=5+65.
Wykresy przestawiajag wyniki obliczen dla przyktadowych czterech funkcji, reprezentantow
nastepujacych klas odwzorowan: ekspotencjalne (Rys. 1la), logarytmiczne (Rys. 1b),
trygonometryczne (Rys. 1c) oraz dla funkcji Cauchy’ego-Lorenza (Rys. 1d). Dla wybranych
klas funkcji mozna zaobserwowac podobne tendencje w zmianie Srednich wartosci btedu dla
metod RS oraz KR. Doktadnos¢ metody RS stopniowo poprawia si¢ wraz ze wzrostem liczby
weztow siatki. Doktadno$é tej metody dla trzech pierwszych funkcji (Rys.1a, b, ) jest jednak
na poziomie 10°+10%, a poprawa doktadnosci jest powolna. Warto$¢ sredniego btedu metody
KR jest znaczaco mniejsza od bledu metody RS juz dla siatki o N=5 weztach. Dla tych
samych funkcji, dla ktorych doktadnos¢ metody RS zmieniala si¢ bardzo wolno, wida¢
znaczaca poprawe dokladno$ci wraz ze wzrostem gestosci punktow dyskretyzacji, gdy
N<13+17. Woéwczas metoda osigga maksymalng doktadnos$¢, ktora jest na poziomie
10™M+10". Nastepnie doktadno$é¢ przyblizenia pogarsza sic. Pogorszenie, podobnie jak
uprzednia poprawa doktadnos$ci, nastgpuje stosunkowo szybko ze wzrostem liczby weztow
siatki. Dla siatek 0 N > 37+40 $rednia warto$¢ btedu przyblizenia drugiej pochodnej funkcji



metoda KR staje si¢ wigksza niz dla metody RS i wcigz szybko ro$nie wraz ze wzrostem
liczby wezlow siatki.

Rysunek 1d przedstawia zachowanie obu metod dla funkcji Cuchy’ego-Lorenza.
Doktadno$¢ obu metod dla funkcji Cauchy’ego-Lorenza jest znacznie mniejsza niz dla
poprzednio badanych funkcji. Jednak, dla siatek o liczbie weztow, N, z przedziatu 942
srednia warto$¢ btedu metody KR jest mniejsza niz dla metody RS. W przedstawionym tu
przedziale Ne[5, 65] maksymalna doktadnos¢ metody KR wynosi 0.0015 dla N=35, podczas
gdy maksymalna doktadno$¢ metody RS wynosi 0.0275 dla N=65. Dla siatek o liczbie
weztow wigkszej niz 42 wraz ze wzrostem liczby weztow siatki metoda KR bardzo szybko
traci dokladno$¢ i1 wyniki przez nig zwracane stajg si¢ niewiarygodne. Doktadnos¢
rozwigzania metoda RS wciagz poprawia si¢, cho¢ nieznacznie, dla coraz gestszych siatek.

a) b)
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Rysunek 1. Poréwnanie wptywu liczby weztéw siatki (wezty rownoodlegle)i na doktadno$é przyblizenia
pochodnej przestrzennej metodami KR i RS: a)funkcja ekspotencjalna fy; b)funkcja logarytmiczna fs;
c)funkcja trygonometryczna fs; d)funkcja Cauchy’ego-Lorenza f,.

Rysunek 2 przedstawia wyniki analizy wplywu rozmieszczenia weztow siatki na
doktadnos$¢ przyblizenia metodami KR i1 RS. W celu przeprowadzenia poroéwnania na
wykresach zostata przedstawiona usredniona warto$¢ btedu dla funkcji f;,f,,f3. Na wykresie 2a
przedstawiony jest wynik obliczen dla siatki rownoodlegtej. Wyniki te pokrywaja si¢ z tym co
zostalo juz powiedziane podczas analizy wykresow la, b, c. Doktadno$¢ metody KR dla
siatek o liczbie wezlow N mniejszych niz 40 jest wyzsza niz metody RS. W przedziale
Ne[5,18] doktadnos¢ przyblizenia metoda KR poprawia si¢ znaczaco, az do poziomu
1.8x10™°. Nastepnie doktadno$é przyblizenia szybko maleje, dla siatek o N>40 metoda RS
daje juz lepsze wyniki niz metoda KR. Na kolejnym wykresie (Rys. 2b) wida¢ zachowanie
metod KR i RS dla siatki Czebyszewa-Gaussa-Lobatto, dalej nazywanej siatkg Lobatto. W
tym przypadku rowniez mozemy zaobserwowac bardzo szybki spadek usrednionej wartosci



btedu dla metody KR dla siatek N[5, 21] oraz powolny spadek warto$ci tego parametru dla
metody RS. Poprawa doktadnosci metody RS dla tej siatki jest wolniejsza niz w przypadku
siatki 0 weztach rownoodlegtych. Po osiggnigciu maksymalnej doktadno$ci, na poziomie
1.4x10™, przez metod¢ KR doktadnos$¢ przyblizenia maleje jednak duzo wolniej niz w
przypadku siatki o0 rownomiernie rozmieszczonych weztach. Dla siatki o liczbie wezlow
rownej 150 usredniona warto$¢ bledu dla metody KR wynosi 1.8x10”° natomiast dla metody
RS 0.008. W przypadku tej siatki metoda KR daje duzo lepsze przyblizenie nawet dla bardzo
gestej siatki.

Na rysunkach 2c¢ i 2d przedstawione sg wykresy usrednionych wartos$ci btedu dla
dwoéch grup losowo wybieranych weztow siatki. Pomimo wzrostu liczby weziow siatki mozna
zaobserwowaé pogorszenie doktadnosci przyblizenia metoda RS wraz ze wzrostem liczby
weziow siatki. Nadal widoczna jest tendencja do znacznej poprawy jako$ci rozwigzania
uzyskanego metodg KR dla siatek o liczbie weztow 5+16. W przypadku siatki o liczbie
wezlow N=16 (Rys. 2¢) oraz N=18 (Rys.2d) metoda osigga maksymalng doktadno$¢, wynosi
ona 2.3x10” dla przypadku przedstawionego na Rys. 2¢ oraz 1.1x10™°. Nastepnie usredniona
warto$¢ btedu bardzo szybko rosnie. W obu przypadkach mozemy zaobserwowac siatki o
liczbie weztow wigkszej niz 20 dla ktérych poprawia si¢ doktadnos¢ rozwigzania.
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Rysunek 2. Wptyw rozktadu weztow siatki na doktadnos¢ przyblizenia pochodnej uzyskanego metodami KR
oraz RS: a)wezly rownoodlegle; b)zera wielomianu Czebyszewa 11 (siatka Czebyszewa-Gaussa-Lobatto);
c)przypadkowo rozmieszczone wezly (losowanie 1); d)przypadkowo rozmieszczone wezly (losowanie 2)

Na rysunkach oznaczonych Rys. 3a, b, c, d zestawione zostaly rozktady btedow
przyblizenia pochodnej przestrzennej metodami KR i RS w badanej dziedzinie, x<[0,1], dla
funkcji ekspotencjalnej f;. Na rysunku 3a sg przedstawione wyniki dla metody KR dla
przypadku siatek o niewielkiej liczbie weztow N=5, 7, 10, 15, na rysunku 3b wyniki dla tych
samych siatek ale dla metody RS. Latwo dostrzec tendencje, do poprawiania si¢ jakosci



rozwigzania dla wszystkich wezléw z badanej dziedziny w przypadku metody KR.
Dostrzegalne sa takze réznice w warto$ciach btgdu w centrum przedziatu oraz na jego
brzegach. Rozwigzanie jest doktadniejsze w centrum niz na brzegach, jednak réznice nie sg
znaczace. Jako$¢ rozwigzania poprawia si¢ rowniez w przypadku metody RS (Rys. 3b),
jednak szybko$¢ zmian doktadno$ci dla coraz gestszych siatek nie jest tak duza jak dla
metody KR. Dokladno$¢ metody RS, dla wszystkich badanych siatek, w catym przedziale
pozostaje na bardzo podobnym poziomie, jedynie warto$ci w wezlach brzegowych obarczone
sg wiekszym bledem. Roznice miedzy bledem popetnionym w punkcie brzegowym, a btedami
popelnionymi dla warto$ci w centrum przedziatlu dla metody RS sa znaczace. Btad
pojawiajacy si¢ na brzegu maleje dla tej metody wraz ze wzrostem liczby weziow siatki
(Rys. 3b). Dla siatki o N=15 weztow doktadnos¢ metody KR w badanym przedziale jest na
poziomie 10™-10, dla metody RS 10°-107.
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Rysunek 3. Rozmieszczenie btedu przyblizenia drugiej pochodnej w rozpatrywanej dziedzinie: a)metoda KR dla
siatek N=5+15, b)metoda RS dla siatek N=5+15, c)metoda KR dla siatek N=15+45,
d)metoda RS dla siatek N=15+45

Na rysunkach 3c, d przedstawione sag wyniki dla metody KR i RS dla siatek o liczbie
weztow N=15, 25, 35, 45. Zachowanie metody RS (Rys. 3d) dla tych siatek jest bardzo
podobne do obserwowanego dla siatek o mniejszej liczbie weztéw (Rys. 3b). W miare
zwigkszania liczby punktow dyskretyzacji maleje btad metody we wszystkich weztach.
Warto$¢ btedu dla wezidw centralnych jest na podobnym poziomie, natomiast btad, jaki
popetlniamy w weztach brzegowych jest znacznie wigkszy. W przypadku metody KR mozna
zaobserwowac (Rys. 3¢) odmienne zachowanie. Wraz ze wzrostem liczby weztow wartos$¢
btedu popetnianego podczas przyblizania pochodnych w punktach znajdujacych si¢ w poblizu
brzegdéw obszaru ro$nie, podczas gdy wartosci bledow w centrum pozostajag na podobnym
poziomie: 10%2-10". Dla siatek 0 N=35, 45 maksymalne bledy sa juz na poziomie 107,
a nawet osigga wartosci wigksze niz 1.
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Rysunek 4. Zamiana doktadnosci metody KR wraz ze wzrostem liczby weztow siatki
dla wielomianéw réznych stopni

Rysunek 4 przedstawia, jak zmienia si¢ doktadno$¢ przyblizenia drugiej pochodnej
réznych wielomianéw, metoda kwadratur rézniczkowych, wraz ze wzrostem liczby weztow
rownoodlegtej siatki réznicowej. Przedstawione na tym wykresie wartosci zostaly
wyznaczone dla nastgpujacych funkcji:

W1 (X)=X"-x+1; Wa(x)=x"%; wa(X)=x*; wa(x)=x*"-x4, (7)

Wyniki dla metody roznic skonczonych nie odbiegaly zasadniczo od dotychczas
prezentowanych (Rys 1, 2), dlatego aby nie utrudnia¢ analizy zostaly one w tym przypadku
pominigte. Wykresy dla kazdej z rozpatrywanych siatek posiadaja podobny charakter. Wraz
ze wzrostem liczby weztow siatki doktadno$¢ metody poprawia si¢. Dla siatki o liczbie
weztow o jeden wigkszej niz stopien analizowanego wielomianu dostrzegalna jest skokowa
poprawa doktadnosci — metoda osigga swoja maksymalng doktadnos$¢. Nastgpnie, wartosé
popelnianego bledu w miar¢ wzrostu liczby wezlow siatki rosnie. Szybkos$¢ z jaka pogarszaja
si¢ wyniki dla wszystkich wielomiandéw jest podobna.
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Rysunek 5. a) Minimalne $rednie wartosci bledu metody i ich zmiana dla wielomianow réznych stopni
b) Rozktad btedu przyblizenia drugiej pochodnej metoda KR w przedziale [0, 1] dla rownoodleglych siatek
0 liczbie weztow o jeden wigkszej od stopnia wielomianu dla wielomianow réznych stopni

Na rysunku 5a przedstawione zostaly warto$ci minimalnej $redniej wartoSci btedu
metody KR popelionego podczas wyznaczania drugiej pochodnej wielomianéw réznych



stopni, w przypadku siatki o rownooddalonych weztach. Oprocz wielomiandéw (7) zostaty
wyznaczone przyblizenia dla nastepujacych funkcji:

Ws(X)= x%; we(X)= x*-x"B+x3-x>-3. (8)

Na wykresie tym wida¢, ze dla wiclomianéw o stopniach z przedziatu 7+10 minimalna
warto$¢ btedu jest na podobnym poziomie, natomiast dla wielomianow o wyzszych rzedach
warto$¢ ta rosnie. Widzimy, ze dla siatek o wiekszej liczbie weztdow szybko tracimy
doktadno$¢ metody. Rysunek 5b przedstawia jak rozklada si¢ roéznica migdzy wartoScia
doktadng, a wartoscig przyblizong w przedziale, w ktérym prowadzone sg obliczenia, dla
siatki rownoodleglej o liczbie w¢zlow o jeden wigkszej niz stopien wielomianu. Znéw mozna
zaobserwowac, ze wraz ze wzrostem stopnia wielomianu (liczby punktow dyskretyzacji)
ro$nie btad przy brzegu przedziatu.

4. DYSKUSJA WYNIKOW

Krzywe przestawione na Rys. la, b, ¢ sugeruja, ze doktadnos¢ metody KR zwicksza
si¢ dla siatek o niewielkiej liczbie weztow. Juz w przypadku siatki o liczbie weztow rownej
N=5 doktadno$¢ tej metody jest znaczaco wyzsza niz w przypadku metody RS. Nastepnie
wraz ze wzrostem liczby weztow siatki ro$nie doktadnos¢ przyblizenia. Dla siatek o liczbie
wezlow zawartej w przedziale N=13+16 metoda KR osigga maksymalng doktadno$¢. Dalsze
zageszczanie siatki pogarsza doktadno$¢ przyblizenia. Od pewnego momentu doktadnos¢
przyblizenia uzyskana tg metoda jest gorsza niz doktadno$¢ uzyskana metoda RS. Taki efekt
zwigkszania liczby weztow siatki moze by¢ zaobserwowana we wszystkich badanych
przypadkach. Poprawianie si¢ doktadnosci wyliczen przeprowadzonych metoda KR wraz ze
wzrostem liczby weztow w przedziale N=5+15, moze by¢ obserwowane niezaleznie od
wybranej siatki (Rys. 2). Wybor siatki moze wptywac¢ na szybko$¢ z jakg pogarsza si¢
doktadno$¢ przyblizenia. Po osiggnieciu maksimum dokladnosci, jakos$¢ przyblizenia
uzyskanego metoda KR pogarsza si¢ w kazdym z rozpatrywanych przypadkow, jednak
Z roznymi szybko$ciami. Utrata doktadnos$ci obserwowana dla siatki Lobatto (6) zachodzi
zdecydowanie najwolniej (Rys. 2b). Siatka ta charakteryzuje si¢ tym, ze jej punkty znacznie
zageszczone s w poblizu brzegdéw dziedziny. Jak mozna zaobserwowac¢ na wykresie 3¢ btad
metody KR kumuluje si¢ przede wszystkim w poblizu we¢zlow znajdujacych si¢
W bezposrednim sgsiedztwie punktéw brzegowych. Jak pokazano juz w kilku pracach [8,9]
zageszezanie siatki przy brzegach znacznie poprawia jakos¢ przyblizenia uzyskanego metoda
KR. Taka wtasno$¢ tego rozktadu weztdéw ogranicza jej stosowanie tylko do zagadnien,
w ktorych nie analizujemy zadnych dodatkowych proceséw zachodzacych wewnatrz
dziedziny. W odlewnictwie jednak, czgsto rozpatrywane sg zagadnienia, w ktorych bardzo
wazna jest znajomo$¢ wartosci analizowanego parametru (temperatury, stezenia pierwiastka,
sktadowych wektora predkosci, ci$nienia, itd.) w mozliwie podobnej liczbie punktow w
kazdym podobszarze dziedziny. Na postawie prezentowanych tu wynikow mozna zauwazyc¢,
ze metoda RS réwniez jest wrazliwa na charakter rozktadu weztow siatki (Rys. 2b — 2d).

Wyniki analizy rozktadu btedu wewnatrz dziedziny prowadza do bardzo ciekawych
spostrzezen. Obserwowane nagle pogorszenie doktadnosci (Rysl, 2) dla siatek o liczbie
weztow N=20 i wigcej podczas dyskretyzacji KR, jest spowodowana pojawieniem si¢ btedow
na brzegu dziedziny i ich szybkim wzrostem. Stopniowe obnizanie si¢ krzywej rozkltadu bledu
(Rys 3b, d) obardzo zblizonym ksztalcie dla metody RS moze ttumaczy¢ stopniowa lecz
bardzo powolna poprawe doktadnos$ci rozwigzan (Rys 1, 2) wraz ze wzrostem liczby weziow
siatki N.

W przypadku funkcji Cauchy-Lorenza mozna stwierdzi¢ podobne zachowanie jak dla
pozostatych funkcji. Skala zmian, o ktorych pisano wczesniej jest jednak inna, a maksymalna

10



doktadno$¢ metody KR jest osiggana dla siatki o N=35. Wybrana tu funkcja jest bardzo
charakterystyczna ze wzglgdu na to, ze podczas jej interpolacji na siatce o weztach
rownoodlegtych otrzymuje si¢ charakterystyczne oscylacje w poblizu brzegow dziedziny
(efekt Rungego). Mectoda KR jest oparta na bazie wielomiandéw interpolacyjnych Lagrange’a.
Wyznaczanie pochodnej wybranej funkcji metoda KR jest rownowazne, z wyznaczaniem
pochodnej wielomianu interpolujacego te funkcje. Skoro zatem aproksymacja w bazie
wielomianow Lagrange’a ma problemy z przyblizaniem tej funkcji, mozemy si¢ spodziewac,
podobnych problemoéw w przypadku metody KR. Jednak dla siatek N=9+42 doktadnos¢
metody KR jest wyzsza niz w przypadku metody RS.

Jezeli rozwigzaniem dokladnym zadania interpolacyjnego jest wielomian, ktorego
stopien wynosi M, to rozwigzanie uzyskane na m+1 wegzlowej siatce powinno by¢
rozwigzaniem doktadnym. Rzeczywiscie dla takich siatek doktadno$¢ przyblizenia jest
najwicksza, a doktadno$¢ uzyskana dla siatek o N<m+1 bardzo szybko rosnie. Mozna jednak
zauwazy¢, ze W przypadku siatek 0 N>m+1, dla prezentowanych tu (Rys. 4) wiclomianow
wraz ze wzrostem ich stopnia (rdwnocze$nie rosnie liczba weztéw siatki na ktérej mozna
otrzyma¢ warto$¢ obarczong minimalnym bledem) rosnie rowniez $redni biad. Istotne jest
réwniez to, ze minimum $rednich btedow dla wszystkich wielomiandéw oraz $rednie btedy dla
gestszych siatek majg bardzo zblizone warto$ci. Analiza rozktadu btgdu w przedziale (Rys.
5b) pozwala zaobserwowac¢ podobne zachowanie jak w przypadku pozostatych funkcji. Ze
wzgledu na wlasnosci wielomiandw interpolacyjnych mozna si¢ spodziewac, ze maksima
doktadnos$ci beda na tym samym poziomie. Prawdopodobnie pogarszanie si¢ doktadnosci,
ktore mozemy zaobserwowac¢ na wykresie (Rys 5a), jest spowodowane pojawianiem si¢ btedu
przy brzegu przedziatu oraz jego wzrostem i zaburzaniem doktadnosci w sasiednich weztach.

Metoda KR pozwala poprawi¢ doktadno$¢ przyblizenia drugiej pochodnej dla siatek
0 liczbie weztéw z przedziatu N=5+20 dla dowolnych siatek w stosunku do warto$ci
wyznaczonych metodg rdéznic skonczonych. Dobdr odpowiedniej siatki pozwala na
zwigkszenie wartosci N, dla ktorej doktadno$¢ wcigz jest wyzsza niz metody RS.
W przypadku siatki o weztach rownoodlegtych wartos$¢ ta zmienia si¢ do N=5+40. Takie
zachowanie metody KR pozwala na stosowanie duzo siatek o duzo mniejszej liczbie weztow
w badanym obszarze niz dla metody RS. Swiadomos¢ takiego zachowania metody KR
pozwala przygotowa¢ symulacje procesoOw odlewniczych w taki sposob, by wykorzystac¢
wiasnos$¢ wysokiej doktadnosci tej metody. Jezeli to mozliwe do dyskretyzacji powinny by¢
wybierane siatki bardziej zageszczone w kierunku brzegéw. Dobor niewielkiej liczby weztow
w obszarach, gdzie to mozliwe, pozwala roéwniez na oszczgdno$¢ czasu przeznaczonego na
obliczenia. W trakcie rozwigzywania praktycznych problemoéw zwykle nie mamy mozliwosci
znacznego wplywu na rozklad wezléw (musimy dogeszczaé najistotniejsze ze wzgledu na
zachodzace tam procesy obszary) ani na ich liczbg. Przedstawione tutaj analizy pozwalaja
wyciggna¢ wniosek, ze jezeli problem jest rozwigzywany na siatce o znacznej liczbie
punktow weztowych zastosowanie metody KR da wyniki, ktére beda obarczone znacznym
btedem. W takim przypadku lepiej jest stosowaé metode roznic skonczonych.

Liczba weztow siatki znaczaco wptywa na doktadno$¢ metody KR. Zaburzenie
rozmieszczenia weztow (Rys. 2) ma wptyw przede wszystkim na szybko$¢ pogarszania si¢
jakosci rozwigzania wraz ze wzrostem liczby wezlow siatki. Dla siatek o liczbie weztow
N=5+13, doktadno$¢ metody KR wzrasta bardzo szybko niezaleznie od wybranej siatki.
W przypadku wielomianéw réznych stopni maksymalna doktadnos¢ osiggana jest dla siatek,
dla ktorych zadanie interpolacyjne ma jednoznaczne rozwigzanie. Jednak od pewnego
momentu ta, maksymalna doktadno$¢ zaczyna male¢, mimo iz pracujemy na dokladnym
wielomianie — rozwigzaniu zadania interpolacyjnego[4]. Swiadczy to o tym, ze btad pojawia
si¢ podczas wyznaczania przyblizenia rozwigzania przy pomocy wspotczynnikow wagowych
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metody KR. Analiza przyczyn powstawania tego btedu pozostaje tematem licznych analiz
[10] oraz bedzie kontynuowana przez autorow tej pracy.

Whioski:

Mozliwe jest zastosowanie metody kwadratur rdézniczkowych do numerycznej
dyskretyzacji pochodnej przestrzennej w rownaniu Fouriera-Kirchhoffa.

Stosowanie metody KR dla siatek o niewielkiej liczbie we¢ztow pozwala znacznie
zredukowac btad pojawiajacy si¢ podczas przyblizania pochodnej przestrzennej oraz skrocié
czas obliczen.

Doktadno$¢ metody KR zalezy przede wszystkim od liczby weztow siatki.

Wysoka niedokladno$¢ metody KR dla gestych sitek jest spowodowana
rozprzestrzenianiem si¢ btgdu dyskretyzacji weztow w poblizu brzegu rozwazanej dziedziny.
Rozwazanie nad sposobem unikni¢cia tych problemdw stang si¢ tematem dalszej pracy.

Opracowano w ramach pracy wlasnej AGH nr 10.10.170.363.
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