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ZARODKOWANIU W MALEJ OBJETOSCI.
SPRAWDZENIE STATYSTYCZNEJ TEORII EKRANOWANIA

STRESZCZENIE

W badaniach kinetyki proceséw kontrolowanych zarodkowaniem i wzrostem skutecz-
nie wykorzystuje si¢ statystyczng teori¢ krystalizacji, ktorej podwaliny zostaty zatozone przez
Kolmogorova, Jonhsona, Mehla i Avramiego (teoria KIMA). Powyzsza teoria opisuje badane
zjawiska precyzyjnie, gdy wszystkie nowopowstajace obiekty maja identyczny rozktad pred-
kosci wzrostu na powierzchni (podobny ksztalt geometryczny), sg wypukte, a w przypadku
anizotropii ksztattu sg identycznie zorientowane W przestrzeni. Jednym z zatozen powyzszej
teorii jest nieskonczona objetos¢ zanikajacego materiatu. Zaproponowane wczesniej rozsze-
rzenie teorii KIMA (statystyczna teoria ekranowanego wzrostu) zwigksza zakres zastosowa-
nia klasycznych rownan, pokonujac niektore ograniczenia. W artykule przedstawiono badania
kinetyki wzrostu ziaren nowej fazy dla matej objetosci fazy macierzystej wykonane metoda
automatu komorkowego. Uzyskane wyniki potwierdzaja stuszno$¢ wczesniej opublikowa-
nych zalezno$ci teoretycznych.

1. WSTEP

Mechanizmem wielu procesow zmiany stanu materii jest zarodkowanie i wzrost poje-
dynczych obiektow elementarnych nowej substancji w obszarze substancji przemienianej.
Zjawiska tego typu zachodza w materiatach metalicznych podczas krystalizacji oraz przemia-
nach fazowych w stanie statym. Obserwowacé je mozna roéwniez w wielofazowych reakcjach
chemicznych, w trakcie polimeryzacji tworzyw sztucznych, a nawet w systemach biologicz-
nych [1, 2]. Przyktadami w przestrzeni dwuwymiarowej moga by¢ zjawiska rozwoju kolonii
drobnoustrojow na ptytce Petri’ego lub rozprzestrzenianie si¢ wieloogniskowych pozardéw
lesnych. W zastosowaniach z zakresu inzynierii materialowej do dwuwymiarowych nalezg
procesy korozji powierzchniowej i nanoszenie niektorych typow powtok.

Bez wzgledu na zréznicowanie zjawisk, zmiany ilo$ci produktow przemian opisuje ta
sama statystyczna teoria, opracowana jeszcze pod koniec lat 30. XX stulecia. Podstawom teo-
retycznym stosowanego dzisiaj aparatu matematycznego zawdzieczamy pracy Kolmogorova
[3]. Obszerne studium przypadkow szczegdétowych dla przemian W materiatach metalicznych
przedstawiajg prace Johnsona i Mehla [4] oraz Avramiego [5, 6 7].
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Tematem niniejszego artykutu jest ujecie jednego z przypadkoéw nieuwzglednionych
statystyczng teorig krystalizacji [3] oraz analiza poprawno$ci statystycznej teorii ekranowania
zaproponowanej w [8] dla wzrostu dwuwymiarowego.

2. STATYSTYCZNA TEORIA KRYSTALIZACJI

Roéwnanie ogodlne statystycznej teorii krystalizacji [3] pozwala na podstawie regut za-
rodkowania i wzrostu nowych obiektow wyznaczy¢ kinetyke zmiany zajmowanej przez te
obiekty przestrzeni (zgodnie z przyjetym W inzynierii materialowej stownictwem, bedziemy
dalej nazywali te obiekty ziarnami). Statystyczna teoria uwzglednia losowy charakter roz-
mieszczenia przestrzennego ziaren iich losowe zetkniecia. Posta¢ ogdlna roéwnania staty-
stycznej teorii przemian fazowych, nazywanego rowniez W literaturze réwnaniem Kolmogo-
rova dla przestrzeni N-wymiarowej, jest nastepujgca:

V(t)=1-e0(- Q) (1)
gdzie
Q — tzw. rozszerzona obj¢tos¢ produktow przemiany (ang. — extended volume), nazy-
wana rowniez W literaturze polskiej objetoscig geometryczna:
t t N
Q(t):cja(t’)Uu (r)er dt’ )
0 t'
V - stopien (udziat obj¢tosciowy produktu) przemiany;
t — czas;
u — predkos¢ liniowa przemieszczania si¢ frontu przemiany w Kierunku najszybszego
wzrostu;
a — szybko$¢ zarodkowania;
C — wspélczynnik ksztaltu;
T,t" — zmienne catkowania.

Rozwigzanie ogdlne rownania (1) uzyskano dla warunkéw, ktore nie zawsze sa spet-
nione w procesach rzeczywistych, a mianowicie [3, 9]:

a) faza macierzysta (zanikajaca) w poczatkowym momencie zajmuje caty obszar;

b) poszczegbdlne rosngce ziarna caly czas pozostajg znacznie mniejszymi, niz analizowany
obszar;

c) zarodkowanie ma przestrzennie rOwnomierny i losowy charakter;

d) ziarna majg wypukty ksztatt;

e) w przypadku anizotropowego ksztattu predkos¢ wzrostu w danym kierunku i w danym
momencie czasu jest jednakowa dla poszczegdlnych ziaren (oznacza to podobienstwo
geometryczne oraz jednakowg orientacje przestrzenng wszystkich ziaren).

W wielu praktycznych sytuacjach moze dochodzi¢ do niespetnienia powyzszych wa-
runkow (a-€), co ogranicza zakres stosowania klasycznej teorii. Rzeczywista kinetyka procesu
przy tym bedzie odbiegata od przewidywanej rownaniem (1). Typowe przyktady niespetnie-
nia tych warunkéw opisano w [10]. W pracy [11] udowodniono, ze najczestszym powodem
odchylenia kinetyki przemiany od przewidzianej teoria KIMA jest efekt ekranowania (agn.
screening lub shielding). Przyktad ekranowania wzrostu ziaren cechujacych si¢ duza predko-
$cig migracji granicy przez ziarna o matej predkosci wzrostu liniowego jest ujety W pracy
[12]. Wplyw zjawiska ekranowania na kinetyke wzrostu w przypadku zréznicowanej predko-
$ci wzrostu ziaren jest zbadany w [13].



Przedstawione w niniejszej pracy teoretyczne rozwigzania oparte sg O statystyczng teori¢
ekranowanego wzrostu [14-15]. W poprzednich publikacjach pokazano mozliwos¢ wykorzy-
stania tej teorii dla analizy kinetyki wzrostu czastek anizotropowych, wklestych, rosnacych
z r6zng predkoscig oraz sprawdzono w sposob jakosciowy poprawnos¢ stosowanych rownan
za pomocg modelowania przemiany metoda automatu komérkowego [16].

3. KINETYKA PRZEMIANY FAZOWEJ W MALEJ OBJETOSCI

W pracy [17] przedstawiono podstawy stosowania statystycznej teorii ekranowanego
wzrostu dla matych probek, ktorych wymiary sg porownywalne z wymiarami rosnagcych zia-
ren. Pokazano, ze W przypadku statej liczby ziaren (zarodkowanie natychmiastowe) kinetyka
przemiany w matej prébce moze by¢ nadal opisywana réwnaniem typu (1), lecz zmodyfiko-
wacé nalezy sposOb wyznaczania objetosci rozszerzonej. Celem niniejszej publikacji jest
sprawdzenie jako$ciowe mozliwosci wykorzystania zarowno klasycznej teorii KIMA, jak
I statystycznej teorii wzrostu ekranowanego w przypadku przemiany w matej przestrzeni
ograniczonej brzegiem probki.

Jezeli warunki (a)-(e) opisane w rozdziale 2 sg spetnione, to do obliczenia objetosci
rozszerzonej ziaren izotropowych w przestrzenie jedno-, dwu- lub trojwymiarowej rosngcych
ze statg predkosciag zastosowaé nalezy ponizsze wzory:

2nut dla 1D
Q,uat) =1 Tnut? dla 2D ©)
4/3nnu’t® dla 3D

gdzie:
n — ilo$¢ zarodkdw na jednostke dtugosci (1D), powierzchni (2D) lub objetosci (3D),
U — predko$¢ liniowa migracji granicy ziaren,
t — czas od poczatku wzrostu.

Wprowadzimy pojecie charakterystycznego wymiaru probki d, obliczanego jako rela-
cja jej objetosci do pola powierzchni zewnetrznej dla wzrostu trojwymiarowego, pola po-
wierzchni do obwodu (dla 2D) lub potowy dtugosci (1D). Jezeli warunek (b) nie jest spetnio-
ny, a promien ziarna rozszerzonego U-t jest porownywalny do wymiaru probki d, wartosci
obliczane na podstawie rownania (3) nalezy zmniejszy¢. Wartos¢ poprawki zgodnie z [17]
Wynosi

R*(1-exp(-R)) dla 1D
={2R?(1-exp(-RYR+1)) dla 2D (4)
3R3(2—ep(-R)YR*+2R+2)) dla 3D

gdzie R jest bezwymiarowym promieniem ziarna:

l% dla 1D
R= U%d dla 2D (5)

ut
ad dla 3D

W przypadku wzrostu ziaren w probce, ktorej wymiary sg porownywalne z promie-
niem ziaren, objetos¢ rozszerzong nalezy wyznaczy¢ nastgpujaco:
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Na rys. 1 przedstawiono wyniki obliczenia stopnia przemiany zachodzacej w prze-
strzeni dwuwymiarowej za pomocg rownania KIMA (1) z zastosowaniem zaleznosci (3) i (6)
dla wyznaczenia objetosci rozszerzonej. Gruba ciagta linia na tym rysunku przedstawia wyni-
Ki obliczen dla wzrostu ograniczonego brzegiem probki. Przyjeto, ze probka ma ksztatt kwa-
dratu o wymiarach axa. Wymiar charakterystyczny takiej probki wynosi d = a/4. W oblicze-
niach zostata przyjeta ilos¢ zarodkdow na jednostke powierzchni, dla ktorej Srednia ilo$¢ ziaren
W probce wyniesie 4 (N = 4/a2). Wyniki obliczen z zastosowaniem klasycznej zaleznosci (3)
dla wyznaczenia objetosci rozszerzonej przy tej samej wiasciwej ilosci zarodkow przedsta-
wiono na rys. 1 za pomocg cienkiej ciagtej linii. Jak wida¢ z tego rysunku, przemiana w prob-
ce 0 matych wymiarach przebiega wolnej nizeli w przestrzeni nieograniczonej. Maksymalna
roznica pomiedzy prognozowanymi wartosciami stopnia przemiany, obserwowanymi dla tych
samych momentow czasu (czyli dla jednakowych wartos$ci promienia bezwymiarowego 4ut/a)
dla wybranej gestosci i sredniej ilosci ziaren W probcee, sigga maksymalnie ok. 10%.
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Rys. 1. Zaleznosci stopnia przemiany W przypadku wzrostu dwuwymiarowego
od wielkosci ziarna



4. KINETYKA WZROSTU DWUWYMIAROWEGO W PRZESTRZENI OGRANI-
CZONEJ

W celu oceny poprawnosci stosowanych rozwigzan przeprowadzono modelowanie
wzrostu dwuwymiarowego ziaren w probkach kwadratowych z wykorzystaniem metody auto-
matu komoérkowego [13]. Obliczenia byly wykonywane na siatce o wymiarach 512x512 ko-
morek dla $redniej iloéci ziaren W probce wynoszacej 4. Prawdopodobienstwo, ze w komorce
siatki znajduje si¢ zarodek ziarna, wynosi dla opisanych warunkow p = 4/512% = 2. Miejsca
lokalizacji zarodkow i ich ilo$¢ W poszczegdlnych probkach wybierano losowo z wykorzy-
staniem generatora liczb pseudolosowych o gestosci jednostajnej. Dla kazdej komorki siatki
losowana byta liczba rzeczywista (rnd) z przedziatu [0;1). Zarodek umieszczano w komor-
kach, dla ktorych spelniona zostata nierownos¢ rnd < p. Przeprowadzono 30 symulacji. Uzy-
skana ilos¢ ziaren W poszczeg6lnych eksperymentach komputerowych zmieniata si¢ W zakre-
sie od 1 do 9. Obserwowana warto$¢ srednia z 30 obliczen jest rowna 4,167.

Wszystkie wyniki modelowania komputerowego stopnia przemiany przedstawiono na
rys. 1 za pomoca punktow. Jak wida¢ z tego rysunku, przebieg przemiany w poszczeg6lnych
probkach moze istotnie odbiega¢ od wartosci srednich opisanych w rozdziale 3 artykutu. Wy-
soko$¢ odchylenia zalezy zarowno od faktycznej ilosci ziaren powstajacych w probee, jak i od
ich wzajemnego rozmieszczenia. Przemiana rozwija si¢ szybciej, gdy ilos¢ zarodkdéw jest
wicksza, a ich rozmieszczenie jest bardziej rownomierne. Nie trudno wyobrazi¢ sobie, ze dla
wigkszej ilosci zarodkéw w przypadku, gdy sa one zlokalizowane na jednym matym obsza-
rze, szybkos$¢ przemiany na skutek wzajemnych zderzen nie bedzie istotnie si¢ réznita od
probki z jednym ziarnem.

Linig przerywana na rys. 1 pokazano uzyskang warto$¢ $rednig arytmetyczng stopnia
przemiany. Jej przebieg si¢ jest blizszy zalezno$ci stopnia przemiany otrzymanej z wykorzy-
staniem statystycznej teorii wzrostu ekranowanego. Stupki bledow na rys. 1 pokazujg prze-
dziaty ufnosci wartosci $redniej stopnia przemiany, obliczone z wykorzystaniem statystyki
Studenta dla 90% poziomu ufnosci na podstawie prob losowych sktadajacych si¢ z 30 punk-
tow. Jak widac z tego rysunku, zalezno$¢ otrzymana na podstawie rownania KIMA (1) z wy-
korzystaniem klasycznego sposobu obliczania objetosci rozszerzonej (3) wychodzi poza za-
kres przedziatu ufno$ci, natomiast wyniki wykorzystania statystycznej teorii wzrostu ekra-
nowanego w catym zakresie pozostaja W granicach wyznaczonego przedziatu ufnosci.

Whioski

W przypadku wzrostu ziaren w przestrzeni ograniczonej brzegiem probki, ktorych
wymiar jest porownywalny z wymiarem probki, statystyczna teoria krystalizacji Kolmogoro-
wa obarczona jest btedem. W pracy przedstawiono mozliwosé poprawnego opisu kinetyki
takiej przemiany z wykorzystaniem rownan statystycznej teorii ekranowania. W wyniku mo-
delowania komputerowego z wykorzystaniem automatu komorkowego pokazano, ze zalez-
nos$¢ teoretyczna pokrywa si¢ Z wynikami uzyskanymi za pomoca wirtualnych eksperymen-
tow.
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